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Abstract:Inthispaper,optimalattitudereorientationproblemsofspin-stabilizedasymmetricspacecraftbyimpul-
sivethrustarestudied.ThespacecraftattitudeisrepresentedbytwosetofEuleranglestoeasilyconsiderthegoal
attitudeintheinertialframe.Twothrustimpulses七hatarenecessarytoachievethegoalattitudearenumerically
analyzedbyderivinganalyticalequationsoftheattitudeexpressedbyellipticintcgralsandJacobiellipticfunctions.
Finally,Paretooptimalsolutionswithrespecttototalinputandmaneuvertimearederivedwithsettingtheprecession
aIlgleastllevariableparameter.
記 号 の 説 明
E:運 動エ ネルギー
H:角 運動量
H:角 運動量 の大 きさ=IHl
Ho:初 期角運動量
Ho:初 期角運動量 の大 きさ=lHol
Hf:目 標姿勢到 達時の角運動量
ho,hf:制御入力=[hil,hi2,hi3]
ho,hf:制御入力 の大 きさ=1hi1
んδ,舛:無 次元制御 入力=[ん 才1,ん渉2,ん才3]
姑,婦:無 次元制御入 力の大 きさ=1ん オl
J:慣 性モ ーメ ン ト=diag(Jl,」2,J}3)
φ,θ,ψ:角運動量基準 のEuler角
θ,ψ:慣 性座標系 基準のEuler角
φ0,θ0,ψ0:初期姿勢角
ψf,θf,聾:目標姿勢 角
ω:角 速度=[ω1,ω2,ω3]T
ω0:初期角速 度=[ω10,ω20,ω30]T
1.序 論
スピン安定方式は宇宙機の姿勢安定方式 としては最 も基
本的なもので,初 期の人工衛星のみならず,現 在で も宇宙
探査機や再突入カプセル等に用いられている.さ らに,受
動的に姿勢を安定化で きるという利点から,三軸制御方式
の宇宙機であっても所定の軌道に投入 されるまでの間や非
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常 時におい ては,ス ピン安定方 式 を用い る場合 が多い.本
研究 では これ らを総称 してス ピン安定型宇 宙機 と呼ぶ.
ス ピン安定型宇 宙機の姿勢制御 は,ス ピン角 速度の制御
とス ピン軸 の指向制御 の2つ に大 別 され,後 者 をReorien-
tationManeuver(以下RM)と 呼 ぶ.例 えば静 止衛星 の
軌道投入 にお いてアポ ジキ ックが軌道面 の変更 を伴 う場合
には,ア ポ ジキ ックの前後 に100度程 度1)のRMが 必要 と
なる.RMの 方 法はい くつ か提 案 されているが,代 表 的な
もの と してラム ライ ン法1'-4),大円 コース法1・2),2インパ
ルス法5～8)が挙 げ られ る.
前者2つ の方 法 はガス ジェッ トを多 数 回噴射 す るこ とで
除々に スピ ン軸 の方向 を変 更す る ものであ り,宇 宙機 の質
量 中心 を中心 とす る単位球 面 にお け る角運 動量 の軌跡 が,
それぞれ航空機 や船 舶の航法 におけ る等角航路 と大 圏航路
に対応 す る.い ずれ も1組 の ガスジェッ トと太 陽セ ンサ の
み で実現 で き,特 にラム ライ ン法 は大 円 コース法 や2イ ン
パ ルス法 に比 べ経路長 が長 くな る ものの,ジ ェッ トを噴射
す る タイミングが一 定 と制御 が容 易で あるため,最 も実用
例が 多い.
2イ ンパ ルス法 は1回 目の ガス ジ ェッ ト噴射 で プリセ ッ
シ ョン運動 を誘起 し,ス ピン軸が 目標姿勢 に達 した時点で2
回 目のガス ジェッ トを噴射 する ことで,プ リセ ッシ ョン運動
を止め シングルスピンに移行 する とい うものである.こ の と
き単位球面におけるスピン軸の軌跡 は円弧状 にな り,円弧 の
中心角 すなわ ちプ リセ ッシ ョン角が7rの ものをHalf-cone
Slew6～s),π未 満 も含 む一 般 の もの をGeneralizedTwo-
impulseScheme5)またはSector-arcSlew7・8)などと称 す.
2イ ンパ ルス法の利点 は,プ リセ ッシ ョン角 によって制御入
力 の総和 お よび所要 時間 を広 い範囲で変化 させ るこ とが可
能 とい う点で ある.し か しなが ら,宇 宙機 が軸対 称 な らば
要求 され る制御入力 は解析 的に求め るこ とがで きぴ)も の
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の,非対称の場合は容易に求めることができず,これまでの
研究は比較的厳 しい拘束条件のもとでの解析5,6)や,Euler
角の解の近似を用いての解析910)に留まっている.
本研究の 目的は,ス ピン安定型宇宙機の2イ ンパルス法
による指向制御を一般的に定式化 し,RMに 必要な制御入
力の総和および所要時間について,最 適な制御入力を得る
ことである.角運動量基準のEulcr角および慣性座標系基
準のEuler角に関する非線形連立方程式を導出し,プリセッ
ション角をパラメータとしてそれらを解析的または数値的
に解 くことにより,制御入力および所要時間に関するパレー
ト最適解群を導き,最適化のための指針を示す.さ らに,宇
宙機が非対称の場合には,適 当な待機時間を設け,目標姿
勢 との相対的な姿勢を変化 させることにより,よ り小 さい
制御入力で 目標に到達で きる新たなパ レー ト最適解群が表
れることを示す.
2.運 動 方 程 式
宇宙機を剛体 と仮定すると,その回転運動はEulerの運
動方程式⊥⊥)に従う.一般にEulerの運動方程式は不可積分
であるが,ガ スジェッ トによる制御入力をインパルス とみ
なせば可積分 とな り,角速度お よびEuler角を解析的に導
くことが可能である.Diracのデルタ関数 δ(t)を用いて制
御入力を んδ(のとすれば,運動方程式は
Jdi→一ω ×Jω=hδ(t) (1)
となる.初 期角速度を ωo一として式(1)を積分 して整理
すると,
Jω 一(Jw・一+h)イ ω ×Jωdt-・(2)
となる.式(2)は,制御入力によって宇宙機の角運動量が
瞬間的に んだけ増加することを意味する.そこで制御入力
を含めた初期角速度を
ω 。一 ω。一+J-1ん (3)
と定義 し直せば,ガ スジェット噴射直後の運動は,外 力の
ない自出な運動
Jゆ 十ω ×」ω=0 (4)
とみなす こ とがで きる.EulerTOPと呼 ばれ るこのよ うな
系 は,Eulerの運動 方程式 が可積分 となる一例 と して知 ら
れてお り,一 般解 はJacobiの楕 円関数お よび第一種楕 円積
分12)を用いて記述で きる.Jl≦ 」2≦」3とす ると,Euler
TOPの解 ⊥3,⊥4)はH2≧2EJ2のとき,
2EJ3-、H2
cn(・rt+β,k),ω1=8
」1(」3-」1)
2EJ3-H2
S・(α孟+β,ん),ω2=
」2(」3-」2)
H2-2EJid
n(αオHトβ,1の,ω3=8
」3(」3-」・)
(5)
(6)
(7)
α=
(」3-」2)(H2-2EJi)
(」2-Jl)(2E・」3-H2)κ =
(」3-」2)(H2-2EJi)●
H2<2EJ2の と き,
ω1=5
2EJ3-H2
dl1(α孟+β,ん),」
1(」3-」1)
H2-2EJi
sn(αtHトβ,ん),ω2=
」2(」2-Jl)
ω3=8
α=
H2-2EJi
cn(cyt+β,k),」
3(」3-」、)
(」2-」1)(2EJ3-H2)
(」3-」2)(H2-2EJi)κ =
(」2-」1)(2・石7」3-H2)
と な る.た だ し,
一F(u ,k)十2K(k)
U-・in-1(ω、。/ω、m)
・一{:麟瑠
β一{F(u,k)
(H2≧2E,J2)
(H2<2E,J2),
(ω10ω30≧0)
(ω10ω30<0),
(8)
(9)
(10)
(11)
(12)
(13)
(14)
(15)
(16)
(17)
であ り,Fお よびKは それ ぞれ第1種 不 完全楕 円積分 と
第1種 完全楕 円積分,sn,cn,dnはJacobiの楕 円関数 で
ある.そ れぞ れの定義 につ いては補遺 に記 す.
3.姿 勢 表 現 法
3.1角 運動 量基 準のEuler角 本研 究で は姿勢表現 法
として,ガ ス ジェッ ト噴射後 の角運動量Hを 基準 と した
Z-y-Z形 式Euler角φ,θ,ψ を用い る.第1図 の よう
に基準座標系(,T,Y,z)をz軸がHに 一致す るよ うに定義
し,z→y→zの 川頁に各 軸 を ψ,θ,φ ず つ回転 させ る こ
とで,機 体座標系(1,2,3)を表現す る.こ の と きEuler角
と ω の関係 は,
ω1=一 ψsinθCOSφ十 θsinφ,
ω2=ψsinθsinφ 十 θCOSφ,
ω3=ψCOSθ+φ
となり,機体座標系におけるHの 各成分は,
,Jlω1=-Hsinθcosip,
」2ω2=17sinθsinφ,
」3ω3-llCOSθ
(18)
(19)
(20)
(21)
(22)
(23)
である.Eulerの運動方程 式 の解 を考慮 し,式(18)～(23)
をEuler角につい て解 くと,」1-」2の とき,
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第1図Euler角 に よ る姿勢 表 現
第2図2イ ンパルス法によるRM
H
ψ=珂 オ
φ=atan2(ω20,一ωlo)十(1-」3/Jl)ω30t,(24)
θ一帆1俘),(25)
と な り,Jl≦ 」2≦ 」3の と き,
φ=atan2(」2ω2.-」1ω1),
θ一c・ ・-1(」3ω3),
H(」3-」 、)H[
am(αオ+β,k),n,k]ψ=
dvJIJ3
-fi[am(β,k),n,k]]+昊ちー
??
」3(」2-」・)
」1(」2-」3)
」3(H2-2五IJ「1)
」1(H2-2五 フ」3)
(H2≧2EJ2)
(ll2〈2EJ2)
(26)
(27)
(28)
(29)
(30)
となる.た だ し,Hは 第3種 不完全楕 円積分,amはJacobi
の振幅 関数12)である.ψ0は 一般 には任意 の値であ るが,こ
こでは ψo=0と した.
3.2慣 性座標系基準のEuler角1回 目の ジェット噴射
までHは 不 定で あるため,前 節 で述べ た角運動量基準 の
Euler角は 目標姿勢 の表現 には不適当であ る.そ こで,慣 性
座標系(X,Y,Z)をt=0に おけ る機体座標系(1ノ,2',3')
に一 致す るよ うに定義 し,慣 性 座標系(X,Y,Z)か ら機体
座標系(1,2,3)へのz-iY-z形式Euler角ψ,θ,ψ を導
入す る.目 的はス ピン軸 の指 向であ るので,目 標 ス ピン軸
方 向の傭角お よび方位角 に対応す る θ,ψ のみ を考慮 する.
φ,θ,ψ,θ,ψ の関係 は第1図 の ようにな り,球 面三 角
法 にお ける正接 定理お よび余 弦定理 を用いて,
cosθ=cosθocosθ→-sinθosinθcosψ.(31)
COSθOCOSψ=COtθSinθ0-COt(7τ一 φ0一 ψ)Sinψ
(32)
と書 け る.式(31),式(32)を解 くと次の ようになる.
θ 一 …-1(… θ・c・・θ+・i・θ・sinθ… ψ),(33)
ψ 一 π一to・-at・n2(・inψ,渤 一c・・e・c・ψ)・
(34)
4.最適2イ ンパルス指向制御
4.12インパルス指向制御 本研究ではスピン安定型宇
宙機の安定条件を考慮して,慣 性モーメントは 」1≦」2≦
」3,RMの前後におけるスピン軸は3軸 であるとする.ま
た,ガ スジェットは3軸 に平行な方向に複数取 り付 けられ
ており,それらの組み合わせにより3軸 に直交する任意の
トルクを発生できるもの とする.以 上を踏 まえると,本研
究で想定する2イ ンパルス法によるRMの 手順は第2図 お
よび以下に示す通 りである.
(i)宇宙機は初期角運動量Hoを 持ち,3軸周 りのシン
グルスピン状態にある.
(ii)適当なタイミングでガスジェッ トhoを噴射するこ
とによって横方向の角速度が誘起 され,全 運動量Hの 周
囲をスピン軸が周回するプリセッション運動 を開始する.
(iii)3軸が目標姿勢 θf,略に達 した時点で横方向の角
速度 を打ち消すように2回 目のガスジェットhfを噴射 し,
再び3軸 周 りのシングルスピン状態に遷移する.
第2図 のプリセッション角 ψfに着目すると,目標姿勢
が同一であっても,ψfによってスピン軸の軌跡およびho,
hf,Hが変化することが分かる.す なわち,ψfに対する
スピン軸の軌跡および必要な制御入力 を解 き,最適な ψf
を選ぶことで,RMに 必要な制御入力の総和および所要時
間について最適化可能である.
4.2解析 目標姿勢に到達する時刻,すなわちRMの 所
要時間を 輸 とすれば,解 くべ き問題は次のように書ける.
{
θ(んo,孟m)一θf-0,
W(ho,tm)一聾 一 〇,
ψ(んo,≠m)一ψf-0.
(35)
本研究ではガスジェットは3軸 に直交する任意の トルクを
発生できるものと仮定 しているので,ho3=0なる拘束条
件が課されている.ま た,同 様の仮定から,2回 目のガス
ジェッ ト噴射hfは 問題に対 して何 ら拘束条件を課す もの
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では な く,単 に横方 向角速度 を打 ち消す ような トル クを発
生 すれ ばよい.す なわ ち,hfは 式(35)の解 とEulerの運
動方程式の解を用いて次のように表せる.
hf-一[棚1・ (36)
宇宙機の質量分布がスピン軸 に関 して軸対称,す なわち
Jl=」2の場合はEuler角の線形性により,式(35)を解析
的に解 くことが可能である.し か しなが ら,宇宙機が非対
称の場合には解析的に解 くことが困難であるため,本 研究
では信頼領域法の一種である信頼領域dog-leg法15)を用い
て数値的に解を求めた.
4.3最適化法 最適化する設計変数 として制御入力の
絶対値の総和hm=ho+hfお よび所要時間tmを 選び,
慣性モーメン トJと 共にそれぞれ次のように無次元化す
る.なお,ho,hfとその各成分およびho,hfについても
無次元化 したものを 舛 または 樗 と表記する.
h*-hm/Ho,
t*=オmω30,
J*=J/」3=diag(Jf,」 葺,」δ).
(37)
(38)
(39)
ここで,設 計変数 ん*,がお よび重み ωん,娩 を用いて評
価関数 ノを次のように定義 し,!を最小化するような問題
を考 える.
ノ=ω んん*十 ω オ孟*. (40)
与 え られた 」*,θf,略,ωん,Wtに対 して ψfを変化 させ
なが ら式(35)および式(36)を解 くことで,!を 最小 にす る
ような ψfおよび制御入力 を求 めるこ とがで きる.こ の よう
な最適化問題に対 しては,ニ ュー トン法や最急 降下法 などの
さまざまな手 法が提 案 されてい るが,本 研 究で は後述す る
待機時 間付 き最適2イ ンパ ルス制御のために,0<ψf≦27「
のすべ ての ψfに対 してh*,t'を求めた後 に,!を 最 小に
す る ψfを選 ぶ こ ととす る.
仮 定 よ り 靖 ≡1で あ り,Jfお よび 君 の値が とりうる
範 囲 は,0≦Jf≦1,Jf≦ 踏 ≦1で ある.さ らに,θf
は0<θf≦ π とす るが,ψfに つ いては宇宙機 の質量分 布
が ス ピ ン軸 に関 して2回 対称 であ るため,0≦ ψf〈 π の
範 囲のみ を考慮 す る.
4.4数 値 計算例
4.4.1軸対 称 は じめ に宇 宙機 が軸対称 の場 合 を例 に,
ψfに対す る ゲ,t*の 傾向 を示す.軸 対称 の場合,Euler角
の線形性 に よ り式(35)は解析 的 に解 くこ とがで き,h*,t*
を 」*,θf,ψfの関数 として導 くことが可能である.さ らに,
対称性 によ り 野 お よび ψfにかか わ らずho=hfで あ り,
略 は単 にhoお よびhfの 成分 を規 定す るに過 ぎない.
Ji=君=0.7,θf=π/2の 場合 の ψfに対 す るh*,
t*の関係 を第3図 に示 す.第2図 の幾 何学 的関係 に よ り,
0<ψf≦2π で解が存在す る範囲 は θf〈 ψf<2π一θfで
10
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あ り,そ の両側でh*→ ㏄,t"→0と なる.h*は ψf=7r
で最小 とな り,が はthfrt4で最大 となるため,ゲ,t*の
関係 は第4図 の よ うにな る.
以上 によ り,θf<ψf≦7rでh*,t*はTrade-offの関係
にあ り,ψfは パ レー ト最 適であ るこ とが分 かる.し たがっ
て,!を 最小 にす る ψfは,h*-t*平面上 にお ける ψfの解
群 と直線!の 接 点 と して与 えられ る.
4.4.2非対称 宇 宙機が非対称 の場 合,一 般 にho≠hf
であ り,そ の傾 向はジェッ ト噴射 の方向 を規定す る 略 お よ
び ψfに よって変化す る.
例 として,Jf=0.5,」蒼=0.7,θf=7「/2の場 合のh*,
t*の関係 を第5図 に,ψ〔f=2.0の場合 の制御入力 の内訳 を
第6図 お よび第7図 に示す.第5図 よ り,略 が最小慣性主
軸(1軸)方 向に近 い ψfcyOの場 合 にはh*が 小 さ く,略
が 中間主軸慣性 主軸(2軸)方 向 に近 い 嗜rvπ の場 合に
はh*が 大 き くなる傾向 にある ことが分 か る.こ れは2軸
方向 に向 けて プリセ ッシ ョン運動 を誘起 する場 合,1回 目の
ジェッ ト噴射 におい て大 きな制御入力 を要す るか らで ある.
また,聾=2.0お よび ψf=2.5の場 合 には凹な解が表 れ
ている.こ の とき制御入力 の内訳 をみる と,んδ1=0の と
きhδ,お よび 姑 が極 大 とな り,h*も その近傍 で極大値 を
とっている.す なわ ち,嗜 が2軸 方向 に近い場合 は,1回
目の ジェッ ト噴射 における制御入力がすべ て2軸 方向 に加 わ
る とき著 し く効率が下 が り,解 が凹 になる.な お,嗜 が1
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第5図h*vs.t*(Jf=0.5,」 蒼=0.7) 第8図h*vs.t"(Jf=0.5,君=0.7,ψf(0)=0)
5
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1
0
22.537「3.544.5
TargetPrecessionAngle,ψf
第6図 ψfvs.ん*,hδ,犀(」 釜=0.5,君=0.7,ψf=2.0)
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1
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?
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?
.2
一3
22.537「3.544.5
TargetPrecessionAngle,ψf
第7図 ψfvs・h8,舛(君=0・5,君=0・7,ψf=2・0)
軸方向に近 く,姑1が0を 横切 らない場合は解 は凸 となる.
5.待機時間付 き最適2イ ンパルス指向制御
前述のように,非 対称の場合は 遡 によって ん*,オ*の
傾向が変化する.略 は初期姿勢(RMを 開始する時刻の姿
勢)か らみた目標スピン軸方向の方位角であるので,t=0
でRMを 開始せずに待機すれば宇宙機はシングルスピンを
続け,聾 は時々刻々変化する.し たがって,待機時間も含
めた最適化問題を解 くことで,よ り最適i生の高いRMを 行
うことが可能である.
3
?
?
?
?
?
?
?
?
?
2 34
TotalInput,h^
第9図h*vs.t*(Jf=0.5,君=0.7,略(0)=1.5)
5
待機時間を 偏 とすると,オ=偏 における目標方位角
ψf(tw)および全所要時間ttは次のように書ける.
ψf(tw)=野(0)-twω30,
tt=tm十tw.
(41)
(42)
さらに,式(35),式(38)が次 の ように書 き換 え られ る.
{
θ(ho,tm)一θf(0)-0,
ψ「(ho,tm)一ψf(0)=-twω30,(43)
ψ(んo,t、n)一ψf(0)=0.
t*=t七ω30.(44)
式(43)は4変 数 に対 して式が3本 なので,式(35)と 同
様 の方 法で は解 くこ とがで きない.そ こで本研究 では,偏
を動か しなが ら式(43)を解 くこ とで,最 適化計算 を行った.
5.1数 値 計 算例Jf=0.5,電=0.7,θf=π/2,
ψf(0)=0の場 合 を第8図 に,聾(0)=1.5の 場合 を第9
図に示す.図 中の太い実線 はtw=0,す なわち待機 時間無
しの ときの ん*,がの関係 を,細 い実線 はtwを0.1ず つ増
や した と きのlz*,t*の関係 を表 して いる.聾(0)=0の
場合 は待機 時間 を設 けて も最 適性 は変 わ らないが,ψfが2
軸方 向 に近い 略(0)=1.5の場 合 には待機 時間 を設 ける こ
とに よ り,よ り小 さい制御 入力 で 目標 に到達 で きる新 たな
パ レー ト最適解群 が表れ る.な お,所 要 時間に関 しては待
機 時間 を設 けるこ とによる改 善はみ られなか った.
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6.結 論
ス ピン安定型宇宙機の2イ ンパルス指向制御について,
角運動量基準のEulcr角および慣性座標系基準のEulcr角
に関する非線形連立方程式を導出し,プ リセッシ ョン角を
パラメータとしてそれらを解析的または数値的に解 くこと
により,制御入力および所要時間に関するパ レー ト最適解
群を導 き,最適化のための指針を示 した.さ らに,宇 宙機
が非対称の場合には,適 当な待機時間を設け,目標姿勢 と
の相対的な姿勢を変化させることにより,よ り小 さい制御
入力で目標 に到達できる新たなパ レー ト最適解群が表れる
ことを示 した.な お,本 研究ではJ*お よび θfの影響に
関する考察,On-boardで最適化計算を行 うための具体的
な方策および待機時間を設けることによって所要時間が改
善する場合が存在するか否かを示すことがで きなかったが,
これ らの点は今後の課題である.
参 考 文 献
1)村 上 力,狼 嘉 彰,巾 島 厚:対 称 ス ピ ン衛 星 の 軸 方 向 ジ ェ ッ
トに よ る ス ピ ン軸 方 向 制 御 と制 御 中 に お け る ス ピ ン軸 の 挙 動 に つ
い て,航 空 宇 宙 技 術 研 究 所 報 告TR-380,1974,
2)中 谷 一 郎,泉 沢 友 幸:ス ピ ン シ ミ ュ レ ー タ に よ る 人 工 衛 星 の 姿
勢 決 定 ・制 御 実 験.計 測 自 動 制 御 学 会 論 文 集,13(1977),pp.
615-621.
3)岩 永 征 之,生 田 宏 二 朗,鶴 本 良 夫,佐 野 良 雄,村 上 力,安 斉 孝
男,出 巾 俊 輔:ス ピ ン衛 星 の 姿 勢 シ ミ ュ レ ー シ ョ ン,日 本 航 空 宇
宙 学 会 誌,23(1975),pp.61-71.
4)Greene,R.H.:EarlyBirdPlacementinaStationaryOrbit:
LaunchandControlSystemManeuvers,AIAAPaper66-262,
1966.
5)Grubin,C.:GeneralizedTwo-impulseSchemeforReorient-
ingaSpinStabilizedVehicle,GuidanceandColltrol,Aca.
demicPress,NewYork,1962,pp.649-668.
6)Grubin,C.:Two-ImpulseAttitudeReorientationofan
AsymmetricSpinningVehicle,J.SpacecraftRockets,4
(1967)、pp.306-310.
7)Raus,R.,Gao,Y.andWatt,M.:ReviewandAnalysis
ofSingle-ThrusterAttitudeControlAlgorithmsf()rSpin-
ningSpacccraft,61stIntcrnationalAstronauticalCongrcss,
Prague,Czech,2010.
8)Raus,R.,Gao,Y.,Wu,Y.andWatt,M.:AnalysisofState-
of-the-artSingle-thrusterAttitudeControlTechniquesfor
SpinningPenetrator,ActaAstronautica,76(2012),pp.60-
78.
9)Martz,C.W.:AttitudeRcoricntationofSpacccraftby
MeansofImpulseConing,NASATechnicalNote,NASATN
D-8452,1977.
10)Martz,C.W.:Two-impulseReorientationofAsymmetric
Spacecraft,NASATechnicalPaper,NASATP1554,1979.
11)Whittaker,E.T.:ATreatiseontheAnalyticalDynamicsof
ParticlesandRigidBodies、4thed.,CambridgeMathemati-
calLibrary,Ca111bridgeUlliversityPress,Cambridge,1947.
12)Byrd,P.F.andFriedman,M.D.:HandbookofEllipticInte-
gralsforEnginccrsandScicntistsSccondEdition,Springer,
Berlin,1971.
13)Hughes,P.C.:SpacecraftAttitudeDynamics,JohnWiley
&Sons,NewYbrk,1986,pp.104-108.
14)Kane,T.R.,Likins,P.W.andLevinson,D.A.:Spacecraft
Dynamics,McGraw-HillBookCompany,NewYork,1983,
pp.187-199.
15)Levenberg,K.:AMetllodfortheSolutiollofCertaillProb.
lemsinLeastSquares,Q.ApPl.Math.,2(1944),PP.164-168.
補 遺
楕 円積 分 と楕 円関数 第1種 不 完全楕 円積分F(g,k),
第3種 不完全 楕 円積分H(g,n,ん)お よび第1種 完全 楕 円
積 分K(k),な らび にJacobiの振 幅関lftam(iL,k)および
Jacobiの楕 円関数sn(u,ん),cn(u,k),dn(u,k)はそれぞ
れ次の ように定義 される12).
Fい)イ dθ ,
1_k2sin2θ
H瞬)イ
(1一η㎡ θ1θ
,
1_k2sin2θ
(45)
π/2
K(k)-F面
am@,k)-9,
sn(?Z,k)=sin望),
cn(U,k)-C・sg,
dn(u,k)=1-k2sn2.
(46)
(47)
(48)
(49)
(50)
(51)
角運動量基 準のEuler角の解 の導出 φ お よび θ につ
いては式(21)～(23)に式(5)～(14)を直接代 入すれ ばよい.
ψ につ いては式(18),(19)および式(21),(22)より,
ψ一磯1譲(52)
となる.こ れ にEulerの運動 方程式 の解 を代入す る と,
ψ一 」
、」3[
HJJ3一 η」1sn2(αtヨーβ,k)
1-nsn2(αt+β,k)
と な る.こ こ で,ッ=α 孟+β と お く と,
dψHl
d・γ α 」11-nsn2・ γ
]
Hnsn2ty
α」31一 ηsn2ツ
とな り,さ らに第3種 楕 円積分 に関す る公式12)
(53)
ズ 、一鴇n、v-H(・m瞬),
僧2"d"
(54)
(55)
、-n,n・。-H(amu,n,k)-F(・mu,k)(56)
を用い る と,
ψ一部+1 一篇 一凱
券[・1(・mu,n,k)1∴
_H
αJ3
H(JJ3-」1)
α」1」含
H-H[am(β,伽,k]+万 ち
が得 られる.
α元+β γLsn2・γd・γ
1-nsn2・ γ
[Hいm圃 一F岡]β
[H[am(α孟+β・姻
]
α孟+β
(57)
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